ECG2 : Année 2024-2025

Chapitre 1 : Comparaison de suites, de fonctions

1. Comparaison de suites

1.1 Suites equivalentes / Suite négligeable

Rappels : Croissances comparées

Sia>0,>0,q>1
a an n
Iimﬂn%L:O lim S5 =+ o lim L=+ o

n— +o n— +o nB n—>+oonﬁ_

Introduction :
Consideérons la suite (Un)n>1définie par : Vn>1, un = n—In(n).
Si on cherche la limite de (un), on remarque qu'il s'agit d'une forme indéterminée.

. In(n - . In(n . ]
En écrivant: un=n (1 — Jn—l et en utilisant que nI|rr+1 Jn—l = 0 (croissance comparée),
— +oo
on obtient: limu, =+
n — +oo

En quelque sorte "n™ I'emporte sur "In(n)".
Nous allons définir mathématiquement cette notion.

Définitions :
Soient (un) et (vn) deux suites qui ne s'annule pas a partir d'un certain rang.
_Si ILm % =1, on dit que (un) et (vn) sont équivalentes.

n +oo\/n

On note alors : Un ~+ « Vn.

_si lim % =0, on dit que (un) est négligeable devant (vn) (ou que (vn) est prépondérante devant (un)).
n

n — +oo

On note alors : un=+w 0(Vn). ("un est un petit o de vn")

Exemples :
_Un=-2n+3,Vh=n?
u 2, 3 . u
== .=+ = (pour n >1) Donc lim =*=0. Donc -2n + 3 = o(n?)
Vn n n n— +o \Vp

Uh=n?>—n vp=n?

n n?—

lim == lim—=—= lim1-= =1 donc n®—n ~+x N
n—+o \Vp n— +oo n— +oo

Remarque : Soit (un), (Va) et (wn) 3 suites.

_Si Un ~+o Vn €t Vi ~+o Wn alOrs Un ~+w Wh

_Si Un =+ 0(Vn) et Vi =+ 0(Wn) alors Un =+« 0(Wn)
_Si Un ~+a Vn €t Vn =+ O(Wn) alors un =+« 0(Wn)
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1.2 Limites et comparaisons

Propriéte :

Soit (un) et (vn) deux suites.
lim u,=0
1) si { "Ifr:’ Vo = L = 0 210rs Un =+ 0(Vn)
_ nIZr‘E]:un =LeR
2) si { 5 9 = 03 alors un =+« 0(Vn)

n— +oo

||m Un:L

n— +owo

3)siy limva=L alors un~+w Vn
n — +oo
LeRetz0

Démonstration : évidente d'apres les opérations sur les limites

Ex : Comparaison de un = % Vn=letwy,=n

imi=0, lim1=1, limn=+wo donc +=,.0(1) 1=0.0(n)

n — +wo

Attention, deux suites qui tendent vers 0 ne sont pas forcément équivalentes :
1 .1 1/n

. . 1.1 L.
lim==0 Ilim==0 I|m = limn=+o0 donc = et ne sont pas équivalentes !
n — +oof) n— +oof] +ool/n n— +o n n

Propriété fondamentale :

Soient u et v deux suites.
Si Un~+w Vnetsi limvn =L (fini ou infini), alors lim un=L.
n — +oo n — +oo

Pour déterminer la limite d'une suite, on peut donc chercher un équivalent plus simple.

Exemple : Déterminer Iirr+1 n>—n
n — +oo

N-n-:ionet limn?=+owdonc limn?—n=+ow

n— +owo n— 4o
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1.3 Exemples classiques

Propriété : Croissances comparées

Soit a, B, a et b des réels strictement positifs.
1) si o < B, N%* =+ 0(NP)

2) In%(n) =+« o(nP).

3)Va>1 n%=ie0(eh), n%=:c0(a"
4)sia<b,a"=+00(b")

On peut retenir : « une exponentielle (ou une puissance) l’emporte sur n® qui l’emporte sur un
logarithme »)

Exemples :

In(n) = o(x/n), \/n = o(n), n = 0(n?), n? = 0(2"),2" = o(e"), ...

_Proprieteé :

. Un polynéme en n est équivalent a son mondme non nul de plus haut degré.

Exemple :
lim-2n2+3n+5?

n — +oo

-2n? +3n + 5 ~4 -2n? donc nllrrj 2n2+3n+5=-w

Attention : Les expressions contenant a", \/ﬁ In(n), e", n !.... ne sont pas des polynémes enn !

Propriéte :

Soit (un) une suite. Si lim un =0 alors :
n — +oo
IN(1 + Un) ~+w Un e"—1~+o Un

~+ Vn.

. : + . +
Démonstration : “moln 1+%)_ 1 donc lim In 1v Vol =1 donc In(1 + vn)
X — n

n — +oo
X

De méme pour lim
Xx—>0

Exemple : Equivalent simple de In(l —#) ? lim -

Remarque : Soit (un) une suite telle que lim un = 1. Alors en écrivant In(un) = In(1 + (un— 1)), on se ramene
— +o0
au cas ci-dessus.

Ex : Equivalent simple de In (J&)’> \/ﬁ = %Xl?) = 13 tend vers 1
\Jn-3 \Jn-3 %X(l_) 1.3
\/n \/n
A/n ( A/n J \n—(/n-3) 3 . 3 ( \/n j 3
=1 -1|=1 =1 I =0 donc | ~+w
\Jn-3 +\/ﬁ—3 * Jn-3 +%—3 T i Jn-3




1.4 Opérations sur les équivalents
Remarque : Soit (un) et (vn) deux suites et A un réel non nul.
_ Si Un = 0(Vn) alors Aun =+« 0(Vn) €t Un =+ O(AVn)
_ Si Un ~+w Vn alOrs AUn ~+ wAVn.

Propriété fondamentale : Equivalent d’une somme
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Soit u, v, w sont trois suites.
Si{Vn € IN, un=vn + wn

Wn =+ 0(Vn) alors un ~+ Vn

"Une somme est équivalente & son terme prépondérant"

Remarque :
Autrement dit, Si Un =+ Vn + 0(Vn), alOrs Un ~+w Vn

Exemple : Equivalent de 3n — 2In(n) :
In(n) =+ 0(n) donc 3n— 2In(n) ~+« 3n

Remarque : Attention, cette propriété est fausse pour un produit !
Par exemple : n.In(n) n'est pas équivalentan !

Propriété : Equivalents et produits, quotients, puissances

Soient u, v, w, z des suites et o un réel.
_ Si Un ~+ Vn alors UnwWn ~+« VnWn
_Siun~+oVnetsia e IR, alors un® ~+ o Vo
UnWn ~+ o VnZn
Vn

. , u
Si Wn et zn ne s’annulent pas —* ~+w ="
Whn Zn

_ Si Un ~+w Vn et Wn ~+« zn alors

Remarque : Attention, ne pas utiliser des régles qui n’existent pas !
Un ~+o Vn = Un + Wn ~+ o Vn + Wn - NON

Un ~+ o Vn = In(Un) ~+« IN(Vn) : Non

Un ~+o0 Vn = €"" ~+ . € Non

Exemple :
2 N in
Equivalent puis limite de un = (n”+2n _3)(e 1) :
\n?+1
2 2 H 1 — 1/n 1
n“+2n-3~n nIm+1 H—Odonce —1~ﬁ

1
n2 x =

n®+1~n?donc/n?+1~+/n°~n Donc un~

n ]
~1 Donc limu,=1.
n — +oo
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1.5 Encadrements et équivalents

A l'aide d'un encadrement du type un < va < Whn, ON peut souvent trouver un équivalent de vn, en faisant
apparaitre un quotient qui tend vers 1 :

Méthode :

Supposons que V n € IN, un < vn < Wh.

) ) Vn W,
Si un > 0, I'encadrement devient : ¥n e IN, 1 < u—“ < u—”
n n

. W, Y
Si de plus lim — =1, alors par encadrement lim — = 1. DONC Vn ~+ Un.
n— +o Un n— +o Up

Ex : Soit (vn) une suite telleque Vn>1, n<vp<n+ % Déterminer un équivalent simple de (V)

. lim 1+
n n— +o n

1 1
2

vV, .V
Alorsvn>1,1< F” <1l+ =1, donc par encadrement, Im;\ F” =1.
n — +oo

Donc Va ~+ N.

1.6 Cas particulier de un*r

Rappel :

vYa>0, Vb € R, aP = ePIn@

Pour étudier une expression du type a° (limite, dérivée, ...), il est généralement nécessaire de passer a cette
forme.

1 n
Ex : Limite de (1 + ﬁ) ?

)

Iimlz 0 donc In(l +l) ~+ool donc n In(l +1) ~+o0 1.
n n n n

n— 4o

(attention pas de passage a exp dans les équivalents !)

n
lim n In(l + %) =1 et la fonction exp est continue sur IR donc lim (1 + %j =el=e.

n— +wo n — +owo
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2. Comparaisons de fonctions

Dans toute cette partie, Xo désigne un réel ou + oo, ou - .
2.1 Fonction négligeable / Fonctions équivalentes

Définition :

Soient f et g deux fonctions définies et non nulles sur un voisinage de Xo :

_Si lim L0 1, on dit que f est équivalente a g en xo. Dans ce cas, on note f(x) ~xo g(X).
x— xo 9(X)

_si lim ﬂg(% =0, on dit que f est négligeable devant g (ou que g est prépondérante devant f) au voisinage
X —> Xo

de xo. Dans ce cas, on note f(x) =xo 0(g(x)).

Propriéte :

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de Xo.
Si f(X) =xo g(x) + 0(g(x)) alors f(x) ~xo g(x)

Comme pour les suites, la relation d'équivalence est compatible avec la multiplication, la division et la
puissance, mais pas avec la somme et la différence.

Propriéte :

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de Xo.

Si f(x) ~xo g(x) etsi lim g(x) =L (fini ou infini), alors lim f(x) =L
X = Xo X = Xo

2.2 Exemples usuels

Propriéte :

In(1 + Xx) ~o x eX—1~o0X

Corollaire

Soit u une fonction définie sur un voisinage de Xo.
Si lim u(x) = 0 alors e4® — 1 ~xo u(x) et In(L + u(x)) ~xo u(x).

X = Xo
. In(1-x%) .
Exemple : Limite en O de 2 :
. In1-x3 x> 1 . Inl-x®_ 1
2 _ w2 - 2 - - _= -_=
XI|_r)nox =0donc In(1 —x°) ~-X o2 %2 > xlino o 5




Propriéte :
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En + o0 et en - oo, un polyndme est équivalent a son monéme non nul de plus haut degré.
En 0, un polyndme est équivalent a son monéme non nul de plus bas degré.

Exemples :

. 2—x°
_L|m|teen-oodeX2+X+l.

2 —x3 x3 ) ~
Cix+l @~ % Doncxlmof(x)_+oo
_Equivalenten 0 de x3 + 3x? — 4x ?

X3 + 3x%2 — 4X ~¢ - 4X

Propriété (Croissances comparees) :

Soient o et B des réels strictement positifs

1) si o < B alors X* =+ 0(xP)

2) X =+ 0(€%)  IN(X) =+ 0(X)

3) De maniere générale, X* =+ 0(eP*) IN%(X) =+ 0(XP)

Exemple :
Limite en + oo de f(x) = x — 2In3(x) ?

IN3(X) =+ 0(x) donc f(x) ~+»x donc Jim f(x) = + o0




