ECG2 : Correction D.M. n°2 niveau 1

Exercice 1 - EDHEC 2008
1) a) fn est de classe C? sur IR comme somme et quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de fonctions

: e
de classe C%et VX € R, fi'(x) = - T+ oy +n

e (1 +e)° — (-€%) x 2(1 +e)eX _ eX(1+e) +2e™_ e _eXe*-1)

fa"(X) =

(1+e9* 1+e)°  — (1+e)° 1+
h)e*-1>0<e*>1< x>0 Donc
X -0 0 + 0
fn"(X) — 0 +

fr'
(x) \ — /

Le minimum de fy' sur R estn —% qui est strictement positif (car n > 1). Donc f,' est strictement positive sur

IR, donc f;, est strictement croissante sur IR.

c) lim e*=0donc lim =1donc lim fa(x) = -

x—-o 1 + %

lim e*=+ o donc

X — +o0 X—>+001

2) a) La fonction f, est contlnue et strictement croissante sur RR.
XILm fa(X) = - 0 et XIerJ fa(X) = + o0. 0 € ]- o0;+ o[, donc d'apreés le théoréme de la bijection, I'équation

=0donc Xllrp fa(X) = + 0.

fa(x) = 0 admet une unique solution u, sur R.

1 1 elfn
b)fn(-ﬁ)=1+—e_1/n—l= T+elh T <0 fn(0)= —>0

Donc fx ( %) < fa(un) < fn(0). Comme fj, est croissante sur R, - % <un<0.
1
Ou: fn(un) =0 donc T tMUh=0  nun=-77m
doncnun<0doncun<0 Commel+e">1 —1+eun<1 _—1+e”“>'l nun>-1 Un>- =

1 s A .
c) lim - 0= 0 donc d'apres le théoreme des gendarmes, nI|m+ un = 0.
— +o0

n— +owo

d) fo(un) =0 donc 7"+ Nua =0 nug=- 1+1e“” u; = 1+2e““
“2n
limu,=0donc lim—— 2 =1donc lim tn =1 donc un ~+oo-i
N — +o n—+ol + N4 1 2n
“2n

Exercice 2 - EDHEC 2012
1) a) Par récurrence : up =0 0 <0 <1 donc vrai au rang 0.
Supposonsquaurangn:0<un<1

2
La fonction carré est croissante sur [0; + o[ donc 0 <un?<1 1<up®+1<2 %s U”T” <1
donc 0 <un+1 < 1.

Conclusion: ¥ neN,0<u,<1.

2 2_ _1)?

b)vne|N,Un+1*Un=un2+1fUnZUn 22“”+1:(u”21) > 0. Donc (un) est croissante.
L _Uf+1l_1

OU.U1——2 =5

Montrons par récurrence que : V n €IN, Un+1 > Up :
__ U1 > Uo d'apres le résultat precédent
_ SUPPOSONS que Un+1 > Un

Avec les mémes opérations qu'a la question précédente : Un+12 > Un? Uns1® + 1> up? + 1
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Un+12 +1 > Un2 +1
2 -2

Un+2 = Un+1
x2+1
2

Donc V n € IN, un+1 > un la suite est croissante
c) (un) est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers un réel L.

L>+1 2 2 2
> S2Ll=L+1e Ll -2L+1=0<(L-1)"=0<L=1.

(Ou en étudiant la fonction f(x) = dont la dérivée f'(x) = 2x, donc f est croissante sur [0;+ oo[)

L est un point fixe donc L =
Donc nlln;l un=1.
2 .2
2)a)VneIN,vn+1:l—un+1:l—u"2+1:1 2““
1_;_ 1 B 1 2 B 1 2-(1+un) _ 1—un
Vn+1 Vn_l—Un2 1—Un_(1—Un)(1+Un) 1—Un_(1—Un)(1+Un)_(1—Un)(1+Un)
2

limu,=1 doncnlim 1 1_1

:1+Un n— +o —>+wvn+1_v_n_2
o e o1 1y
c) D'apres la propriété de I'énoncé lim — EO (Vj+1 —~ Vi) =3
n-1
OrZ( L —%: l+...+i+l_(i+i+...+i) (sommes télescopiques)
i=0 Vi1 Vj Vi Vnii Vn \Vo W1 V-1
:l—i:l — 1. Donc lim i—l: 1
Vn Vo Vn no+o NV, N 2
Or lim l:Odonc IimLzl L~+ool NVh ~+o 2 vn~+oog
n—+o N no+w NVy 2 NVn 2 n

2 2
1-Up~+0= dONCUn—1~+0-=
n n
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